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Soit H un espace de Hilbert separable, T E I(H) une contraction compltte- 
ment nonunitaire et HI C H un sous-espace ferme, invariant A, T. Le but de 
cette Note est de trouver une condition necessaire et sufhsante pour qu’il 
existe un sous,espace ferme H’ C H, invariant A T et tel que l’espace H se 
d&compose en somme directe H = H’ i HI pas necessairement orthogonale. 
1 
Soit &’ un espace de Hilbert separable et D = {A; 1 h 1 < l} le 
disque unite du plan complexe. Une contraction T E 39(X) s’appelle 
completement nonunitaire si T n’est pas un operateur unitaire sur 
aucun sous-espace non-nul de &’ qui reduit T. 
Soit done T E g(Z) une contraction compktement nonunitaire; 
designons par D, = (I - T*T)lj2, Dr* = (I - TT*)1/2 les opera- 
teurs de defaut et 8 = DT A?, 8, = D,,.z? les sous-espaces de 
defaut. La fonction operationelle {a, 8, , O(A)) definie par 
O(X) = [- T + AD,*(I - hT*)-lDT] 1 6, @EDI 
est une fonction analytique contractive pure qui applique 8 dans 8% 
et qui s’appelle la fonction caracteristique de T.* En utilisant les 
resultats de [2, Chap. VI], nous allons Ctudier la contraction T dans 
son modele fonctionnel, c’est-a-dire nous considerons l’operateur T 
defini par 
T*(u 0 v) = ecit(u(eit) - u(0)) @ e-%(t), 
* Toutes les definitions et notations sont celles de [2]. 
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sur l’espace H = X+ 0 G oti 
x+ = H2(8*) @ AJqq, G = {Ow @ Aw; w E fP(&‘)}, 
et Ll(t) = [I - @*(ei6) @(ei6)]‘iz. 
Dans la suite nous supposons qu’il existe un sous-espace HI C H 
ferme, invariant a T. Alors la fonction caracteristique (8, G”* , O(X)) 
admet la factorisation reguliere 0 = 0, 0, ou (8, 9, O,(X)}, 
(9, &* , O,(h)) sont des fonctions analytiques contractives telles que, 
l’espace HI a la representation suivante (cf. [2, Chap. VII]), 
Hl = {O,u @ Zl(A,u @ v); u E W(9), ca E A&Y(&), O,*u + A,v I Hz(E)}. 
Nous avons designe comme dans [2, Chap. VII], par Z le prolongement 
par continuite a dL2(b), de l’application definie par 
Z(Av) = A& 0 A,u. 
Nous rappelons que la factorisation etant reguliere, Z est un operateur 
unitaire. En designant par H, = H 0 HI on sait (cf. [2, Chap. VII]) 
que H, a la representation suivante: 
H, = (24 0 Z-l@ @ 0); u E H2(&,), z, E A2L2(.F), O,*u + A,w 1 H2(9)}. 
De plus nous supposons que (8, Q, , O(h)} et ses facteurs (8, 9, O,(X)}, 
{.F, 8, , O,(X)) admettent des multiples scalaires, c’est-a-dire il 
existe des fonctions analytiques scalaires S(h), S,(h), S,(A) E Hw et des 
fonctions analytiques contractives (8, , 8, Q(h)} (9, 6, Q,(X)), 
{6?* , 9, Q,(h)} telles que 
O(h) Q(X) = S(h)l, Q(h) O(h) = S(h)I, 
@,(4 Qk(4 = WV, 
k=l,2 
w4 @w) = hc(V, 
pour tout h E D. 
Dans la Note presente notre but principal est de demontrer le 
theoreme suivant. 
TH$O&ME. Soit T E a(H) une contraction compl&ement nonunitaire 
dont la fonction caractkristique {a, b* , @{A}) admet un multiple scalaire 
et soit HI C H, un sous-espace ferme’, invariant d: T. Supposons que les 
facteurs (8, 9, O,(h)}, (9, 6, , O,(A)) de la factorisation rbgulihe 
0 = @,@I, correspondant au sous-espace HI , ont aussi des multiples 
scalaires. Pour qu’il existe un sous-espace ferme’ H’ C H, invariant h T 
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et tel que H = H’ & H1 (soname directe), il faut et il su$% qu’il existe 
des fonctions analytiques bornt!es {F, 8, Y(X)) et {Be , 9, Q(h)) telles que 
@(A) O,(X) + O,(h) Y(A) = IF. (1) 
Ce theoreme constitute une extension des resultats anterieurs de 
l’auteur (voir [4] et [5]) q ui nous permettra (dam, l’alinea 6) d’apporter 
des precisions sur les decompositions spectrales des contractions de 
classe C,, CtudiCes dans [2, Chap. VII]. 
2 
Nous allons faire la demonstration en plusieurs &apes. Pour 
commencer donnons la suivante. 
PROPOSITION 1. Soit u E Hz(F). Pour tout v EA&~(&) on a 
0,~ 0 Z-1(d,u @ v) E IT1 0 G. 
De’monstration. Observons d’abord que l’optrateur 10 2 applique -- 
unitairement H2(d,) @ AL2(b) sur H2(E,) @ A2L2(S) @ A,L2(6) et 
que (I @ Z)[O,u @ Z-l(d,u @ v)] = 0,~ @ d,u @ D. 
Soit maintenant u1 @ Z-r(v, @ 0) E H2; on a 
(I @ Z)[u, @ z-l(v, @ O)] = Ul 0 Vl @ 0, 
alors 
(“i, 0, 
(0,u @ 4.4 @ v, Ul @ 211 @ 0) = (O,u, Ul) + (d,u, VJ = 
*u1 + A,74 = 0 parce que O,*u, + A,v, 1 H2(F); done 
0,~ @ A,u @ v 1 (10 2) H2 et alors 
0,~ @ Z-l(d,u @ v) E Hl @ G. C.Q.F.D. 
3 
Pour demontrer la rAcessite de (1) dans le theoreme, nous allons 
supposer qu’il existe un sous-espace ferme H’ C H invariant a T et 
tel que H = H’ i- HI.. Soit P le projecteur de H sur H’ parallele a 
Hr. Comme H = H’ + H, et les espaces H’ et H, sont invariants a 
T, il en r&&e que TP = PT et alors [2, Chap. II] il existe un 
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operateur Y lineaire borne dans %+ et qui de plus verifie les conditions: 
(9 p = p+y I K II Yll = II p II9 
(ii) YU+ = U+Y, 
(iii) YG C G, 
oti U+ designe la dilatation isometrique minimum de T, et P+ la 
projection orthogonale de X+ sur H. 
Mais dans ce cas (cf. [3]) Y doit avoir la forme 
-- 
oil A(-): 8, +&* ) B(e): 8, --+A&, C(-):d&-tdg, A(-) Ctant 
analytique bornee et B( -), C( 0) measurables born&es avec les proprietts 
A@ = @A,, BO + CA = AA,, (2) 
oti A,(*): d -+ & est une fonction analytique bornee. 
Remarquons que l’operateur P+Y verifie les conditions 
P+YH C H’, P+YH, = 0, 
(I - P+Y)H C HI, (I - P+Y)H’ = 0, 
et aussi 
P+YX+ C H’, (I-P+Y)X+CH,@G. 
En effet les deux dernieres conditions resultent du fait que 
P+YG C P+G = (0). 
(3) 
(3’) 
(4) 
Pour demontrer la nCcessitC nous nous servirons des deux lemmes 
suivants. 
LEMME 1. II existe me fonction andytique horde {fZ*, 9, @(A)}, 
telle que 
I - A = O,di. 
Dbmonstration. Soit u @ 0 E X+ . Alors 
(I - P+Y)(u 0 0) E Hl 0 G, 
mais, avec un w E Hz(d) convenable, on a 
(I - P+Y)(u @ 0) = (u - Au + Ow) @ (4~ + Aw). 
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Et tenant compte des expressions de HI et G, remarquons que les 
elements de Hr @ G doivent Ctre de la forme O,t’ @ z, oh t’ E H2(9). 
Done u - Au + Ow = O,t’ c’est-a-dire 
(I - A)u = O,t pour un certain t 5 Hz(F). 
L’application u -+ t est univoque puisque 
t = o,yr - A)u oti @;I = S,lQ 2. 
En notant t = @iu, nous obtenons une application @, definie sur 
H2(6,), lineaire et qui commute avec la multiplication par cit. Pour 
montrer qu’elle est aussi continue nous verifions que @ est fermee. 
En effet soit (uJ une suite fondamentale telle que t, = @u, soit aussi 
fondamentale. En posant u = lim u, et t = lim t, nous notons que 
u E H2(6’,), t E H2(9) et de plus 
O,t = O,(lim tn) = lim O,t, = iim(1 - A) u, = (I - A)u. 
Done t = @u et @ est fermee, done continue. En appliquant mainte- 
nant le Lemme 3.2 [2, Ch. V], sur les representations de Fourier, nous 
trouvons que @ est l’operateur de multiplication par @(A), @(A) &ant 
une fonction analytique born&e. Dans ce cas I’CgalitC (I - A)u = O,t 
s’ecrit sous la forme 
(I - A)u = O,@u, (u E H2(@@*)), 
done I - A(X) = O,(X) Q(X). C.Q.F.D. 
LEMME 2. II existe une fonction analytique bornt (9, 8, Y(h)}, telle 
que 
A@, = OY. 
Dhmonstration. Soit u E H2(9). D’apres la Proposition 1, 
0,~ @ .F(d,u @ 0) E I& @ G, mais P+Y(H, @ G) = {0} et done 
P+Y[O,u @ Z-1(~2u @ 0)] = 0. Done 
(AO,u - &u)~(BO,u + CZ-l(d,u @0)-h) = 0 @O 
oh w E H2(6) est convenablement choisi; d’ou l’on trouve 
AO,u = Ow, (5) 
BO,u + cz-yLl,u @ 0) = dw. (5') 
En tenant compte que {a, &*, O(h)) admet un multiple scalaire on 
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peut montrer facilement que l’application u + w est univoque. Nous 
designons w = Yu. 
Comme dans le lemme precedent on peut montrer que Y est la 
multiplication par une fonction analytique born&e Y(h). Avec ceci, 
1’CgalitC AO,u = Ow devient 
A0,u = OYp (u E f&q, 
c’est-a-dire A(h) O,(h) = O(h) Y(h). C.Q.F.D. 
A l’aide de ces deux lemmes, la necessite de (1) dans le thCor&me 
ennonce au debut, peut Ctre demontree facilement. En effet des 
conditions 
A@, = OY, I - A = O,@, 
nous deduisons 0, = @,@@a + O!P et en tenant compte du fait que 
{Kg, , @2(h)) d t a me un multiple scalaire nous trouvons 
@(A) O,(h) + O,(h) Y(A) = Ig . 
4 
Avant de demontrer la suffisance de la conditon (l), nous allons 
Ctudier les proprietes necessaires des fonctions B(e) et C(e) de Y. 
LEMME 3. La fonction C(m) vt%iJe la condition 
c [ F((O} @ A&“(a)) = 0. 
Dbmonstration. En effet, d’apres la proposition 1 on a 
0 @ .F(O @ v) E If1 @ G pour tout v 6 dIL2(6) 
et done P+Y(O @ Z-l(O @ v)) = 0 pour tout v ~d,L2(&). Done 
P+Y(O @ Z-1(0 @ v)) = 0(-w) @ (CZ-yo @ v) - Aw) = 0 @ 0, 
ou w E H2(6) est convenablement choisi. Done il faut que 
0w = 0, C.F(O @ v) = Aw, 
mais comme O(h) admet un multiple scalaire, il faut que w = 0 et 
done CZ-‘(0 @ v) = 0. C.Q.F.D. 
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Soity:d,L2(9) + d,La( 8) une application lineaire. Nous designons 
par G(F) le graphe de I’application y, c’est-a-dire 
G(?) = {u 0 p(u); u E d,P(S): a 
Avec cette notation la structure de la fonction operationelle C(e) est 
precisee par le suivant. 
____ -- 
LEMME 4. I1 existe une application linkaire y: A&.2(S) --f A,L2(&‘) 
measurable, horde et telle que 
C j Z-G(p) = I j Z-lG(v). 
De’monstration. Soit v @ 0 E A,L2(9) @ {O]. On a 
(I - P+Y)[O 0 Z-l(w @ 0)] E H1 0 G. 
Notons que si h E H1 @G, alors (I @Z)h = 0,~ @ A,u @ v1 oh -- 
vu1 E A,L2(&‘), u E Hz(F). Mais on a 
(I @ Z)(I - P+Y)[O 0 z-yw @ O)] 
= (I @ Z)[Ow @ (Llw - cz-yw @ 0) + z-yet 0 O))] 
= ow @ (d,O,w + w) @ d,w - 0 @ zcz-yv @ 0). 
En tenant compte de l’expression des composantes dans la remarque 
precedente nous trouvons 
.zcz-l(w @ 0) = w 0 &I) 
-- 
oh p)(v) E AlL2(dF’). Notons que l’applicatino v -+ y(v) est lineaire et 
measurable (parce que C(e) est measurable). Pour verifier que v est 
born&e, remarquons que 
II w II2 + II ~,(~>112 = II zcwv 0 ON2 = II c.wv 0 O)ll” 
= II Y(O 0 Z-lb 0 WI” < II y II2 II -vu 0 WI” 
= II p II2 . II VJ 112, 
-- 
done II dv)ll G P II v II P our tout v E A2L2(S) et done v est born&e. 
Nous avons montre jusqu’ici que 
cz-ye, 0 0) = Z-l@ @ cp(v)). 
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Pour finir la demonstration il ne nous reste qu’a appliquer la propo- 
sition prkedente pour obtenir 
cz-yw @ ljT(w)) = cz-‘(w @ 0) + c-z-yo @ q(w)) = z-yw 0 F(W)). 
C.Q.F.D. 
Nous achevons ce paragraphe par le suivant. 
LEMME 5. II existe M > 0 tel que 
II AlYU - dA,u)ll < Mil @2u /I. (u E IF(q) (6) 
De’monstration. Notons que 1’CgalitC (5’) s’ecrit 
BO,u = AYu - Z-l(A,u @ cp(A,u)) 
= Z-1(A20,Y~ @ A,%) - Z-l(A,u @ y(A,u)) 
= Z-l[-A,@O,u @ (A,% - v(A2u))] 
mais B(m) est born&e, done il existe M > 0 tel que 
II 4@@,u II2 + II A,y/u - d424112 < M2 II 02~ II2 
d’oh (6). C.Q.F.D. 
5 
Dans ce paragraphe nous allons demontrer la suffisance de la 
condition (1) du theoreme, c’est-a-dire nous montrerons que s’il existe 
des fonctions analytiques bornees (9, 8, Y(X)} et (8* , 9, @(A)) telles 
clue 
CD@, + 0,Y = Ip , 
alors il existe un sous-espace fermC H’ C H, invariant a T et tel que 
H = H’ -j- Hl . -- 
Soit pour cela y: d&a(F) +dlL2(&) definie par 
I&) = A,Y A,v. 
11 est manifeste que la fonction operatorielle v(a) est lineaire, mesu- 
rable, born&e et de plus, elle satisfait a (6). En effet 
A,Yu - v(A2u) = A,Yu - A,Y A,2u = A,Y@,*O,u 
et done il existe M > 0 tei que 
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Soit maintenant les fonctions opfkationelle A(*), B(e) et C(e) 
d&nies de la man&e suivante 
A = I - O,@, 
Bv = Z-l((-A,@v) @ A,YO,*v), v E L2(E) 
cz-yv, @ w*) = z-yv, @ d,YA,v,). 
11 est Cvident que A( *) est analytique bornke, B( *) et C(e) sont 
mesurables et born&es. 
De mCme, il est Cvident qu’elles commutent avec la multiplication 
avec eit, selon le cas, et done l’opkateur Y dCfini sur l’espace &+ = 
H2(8,) @ dL2(b) par 
y = 4.) 
[ 
0 
BC.1 Ct.1 I 
commute avec U+ . 
Nous allons dkmontrer le suivant. 
LEMME 6. Les fonctions A(*), B( .) et C(e) v&$ent Zes relations 
suivantes: 
(j) A@ = @A,, BO + CA = AA, 02 A, = Ye,, 
(jj) P+[Y - Y2] = 0, 
(jjj) P+YIH,=Oet(I--P,Y)~~CH,OG. 
Dhomtration. Ad (j). 
A@ = (I - @,@)@ = @,(I - cm,) 0, = 0201Y@l = @A, . 
BOv + CAv 
= z-y(-A,@ov) @ A,Y@,“Ov) + cz-‘(A,O,v @ Ap) 
= z-I(( -A,@&) @ AlY@2*0201v) + z-yd,@,v @ d,Y d,W,v) 
= z-l(A,(I - DO,) 0,v @ A,!m,v) = z-yA,o,Y@,v @ Ll,Y@,v) 
= AY@p 
done BO + Cd = AA, et (j) est dCmontr& 
Ad (jj). Nous allons montrer que A(1 - A) = O?F’@, C(I - C) = 0, 
et B(I - A) - CB = dY@. Les deux premihres CgalitCs sont presque 
Cvidentes. Nous allons vkifier seulement la dernikre CgalitC qui, en 
tenant compte de l’expression de A(*), devient 
Be,@ - CB = AY@. 
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BO,@u - CBu 
= Z-I((-A,@O,@u) @ A,Y@,*O,@u) - CZ-l((-A,&) @ A,Y@,*u) 
= Z-l(( -A,@@,@u) @ A,Y@,*O,@u) + Z-l(A,@u @ A,!t’A,2@u) 
= Z-‘(A,O,Y@u @ A,Y@u) = AY@u, 
et done BO,@ - CB = AY@. ~- 
Ad (jjj). Soit 0,u @ Z-l(A,u @ v) E HI oh u E H”(F), v E AlL2(&) 
et O,*u + A,v 1 H2(6). 
P+Y[O,u 0 Z-l(A,u @u)] 
= P+[AO,u @ (BO,u + CZ-l(A,u @ v))] 
= P+((I - O,@)O,u @ [Z-I((-A,cDO,u) @ A,YO,*O,u) 
+ Z-l(A,u @ A,YA,2u)]} 
= P+[O,(I - QW,)u @ Z-l(A,O,Yu 0 AIYu)] 
= P+(OYu @ AYU) = 0, 
parce que OYh @ AYu E G, et la premike CgalitC (jjj) est dCmontrCe. 
Soit u @ v E X+ . 
(I - P+Y)(u @ v) = (u - Au + Ow) @ (v - Bu - Cv + Aw), oti w E He(b). 
DCsignons Zv = v1 @ v2 . Alors on a 
(I - p+w 0 4 
= (O,@u+Ow) @ Z-1[(A2@u+A20,w) 0 (v2- A,Y@,*u - A,YA2v,+AIw)] 
= O,(@u + 0,w) 
@ Z-1[A2(@u + Ap) 0 (v2 - A,Y@,*u - A,YA,v, + A,w)] E HI @ G 
d’aprks le Proposition 1. 
De ces CgalitCs il rksulte immkdiatement que 
(i) YG C G, 
(ii) (I - P+Y)H C HI et (I - P+Y) 1 HI = Ix, , 
(ii) le sous-espace H’ = P+Y / H est fermC. 
En tenant compte de la d&composition Cvidente 
IH = P+Y 1 H + (I - P+Y) j H, 
5So/W4-7 
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et des Cgalites demonstrees plus haut, on voit que l’espace H se 
decompose en somme directe H = H’ + HI oti H’ = P+Y 1 H. 
De plus H’ est invariant a T parce que Y commute avec U+ . 
Nous finissons ce paragraphe avec la suivante. 
Remarque. Si dans la f ac orisation 0 = O,O, , 0, est une fonction t 
inetieure, alors H’ C HO . oh (cf. [S, Prop. 11) 
H,,. ={u@v~H;Ov=d~u}+ 
De’monstration. Remarquons que si dans la factorisation 0 = 
O,O, , 0, est une fonction interieure alors C = 0. Mais alors en tenant 
compte des relations (2) on trouve OB = dcA. Soit maintenant 
u @ z, E H. Alors 
P+Y(u @ v) = (Au - 020) @ (Bu - Llw) 
et d’apres la relation precedente O(Bu - dzu) = d*(Au - 0~). Mais 
en tenant compte de [S, Prop. 11, on trouve P+Y(u 0~) E HO. 
L’inclusion H’ C HO , est maintenant immediate. En effet pour 
u@vEH’onau@v=P(u@v)=P+Y(u@a)EH,,. C.Q.F.D. 
6 
Comme illustration des questions trait&es ci-dessus, considerons le 
cas particulier des contractions compktement nonunitaires de classe 
C,, dont la fonction caracteristique admet un multiple scalaire. Un 
exemple de tels operateurs est constitue par les contractions faibles de 
classe C1i; en effet la fonction caracteristique d’une contraction faible 
admet un multiple scalaire. 
Rappellons qu’une contraction T E &9(H) est de classe C,, si pour 
tout h E H, h # 0 on a Tnh + 0 et T*nh ft 0 et qu’une condition 
necessaire et suffisante pour que T E &f(H) soit de classe C,, est que 
sa fonction caracteristique {E, Q, , O(h)} soit exterieure des deux 
cot& [2, Ch. VI, Sect. 31; notons de m&me que si en outre (8, b* , O(X)) 
admet par hypothbe un multiple scalaire, alors son multiple scalaire 
peut Ctre choisi aussi comme fonction exterieure. 
Considerons done une contraction T E S?(H) completement non- 
unitaire de classe C,, dont la fonction caracteristique (8, 8, , O(h)) 
admet le multiple scalaire 6(X) ou 
6(X) = x exp [$l” s In j G(eit)l dtj, (h E D) 
t On a nott par d*(t) = [I - O(e‘t) @*(eq”“. 
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et x est un nombre complexe de module 1. Dans la monographie 
[2, Ch. VII, Sect. 51, on demontre un theoreme de decomposition 
spectrale des contractions de classe C,, en associant a chaque ensemble 
borelien 01 C C = {A: ( h / = l} un sous-espace ferme, avec les 
propriktb: 
(a) H, est hyperinvariant a T (i.e., il est invariant a tout 
operateur qui commute avec T). 
(b) Tci = T I JL E C,, , 
(c) 01 est un ensemble residue1 pour T, , 
(d) si 01 = a1 u 01~ alors H, = HE, v H, . 2 
Dans la suite nous montrerons que si on considere au lieu d’un 
ensemble borelien, un arc 01 qui ait les extremites “bien choisies”, 
alors en considerant les sous-espaces H, et H,, (a’ = C \ CL), nous 
aurons la condition plus forte 
oh la somme est une somme directe. Notamment on a le suivant. 
THBORBME. Soit T E C,, une contraction compl.?tement non-unitaire 
dont la fonction caracthistique (8, B, , O(h)} admet un multiple scalaire. 
I1 existe un ensem_ble u C C = {h; j X / = 1} de mesure nulle, tel que pour 
tout arc 01 = AB C C pour lequel A, B $ CJ on a H = H, i H,# 
(cd’ = c\ a). 
De’monstration. Soit ur l’ensemble des points eit tel que la limite 
lim,, S(reil) n’existe pas: on sait que u1 est un ensemble de mesure 
nulle. Dt’signons par G, l’ensemble 
Oh 
0 = q U {eiY;F’(y) = -S(O)}, 
F(y) = Jy [S(eit) - S(O)] dt, b" [0,24), 
0 
et soit 01 = AB = {eit; yO < t < rr} un arc du cercle unite tel que 
A(e%), B(e%) $ 0. P our cet arc 01 considerons le sous-espace H, qui 
apparait dans le theoritme de decomposition spectrale mentionne, et 
T, = T 1 H,; soit 0 = O,O, la factorisation de la fonction caracteristi- 
que correspondant au sous-espace H, , oh (8, 9, O,(h)} (9, 8, , O,(X)} 
soint des fonctions analytiques contractives. 11 est connu le fait que la 
fonction caracteristique de l’operateur T, coincide avec la partie pure 
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de la fonction (8, 9, O,(h)) et qu’elle admet comme multiple scalaire 
[2, Ch. V, Sect. 71 la fonction 
S,(h) = x exp [&S, x In I G(eit)l dt]. 
De m&me, le facteur (9, 8, , O,(h)} admet comme multiple 
scalaire la fonction 
S,(A) = x exp [&l, x In 1 G(eit)l dt]. 
ConsidCrons I’ensemble G, = {wit; Y E[O, 11, t E [0, 27r]\(y, , rr)} et 
sur cet ensemble nous allons considerer la fonction h,(X) = 1 S,(A)/-l. 
Remarquons que sur les rayons OA et OB la fonction h,(h) est bornee 
et les limites radialles en A et B sont aussi bornees (par le theoreme 
de Fatou et la definition de u); enfin h,(eit) = 1 dans les autres points 
h = ei”, t 6 h , rll. 
Done il existe une constante cr > 0 telle que / 6,(h)l:l < c-r pour 
tout h E GI et done on a 
I W)l 2 Cl > 0 pour tout A E Gl . 
De la m&me man&-e, pour la fonction 1 8,(h) 1 on trouve une con- 
stante cs > 0 telle que 
I W)l b cz > 0 pour tout h E G, 
oh G2 = {r - eit; Y E [0, 11, t E [y. , yl]}. 
Soit maintenant c = min(c, , ca). Remarquons que 
I W)l + I u9 ., c > 0 
et done [l] il en resulte qu’il existe z+(X), u,(h) E H” avec la propriete 
Ul(4 Sl(4 + %(4 s,@> = 1. (7) 
Mais comme 6,(h) et 6,(h) sont des multiples scalaires des fonctions 
analytiques contractives (8, 9, O,(X)), (3 8, , O,(h)), selon le cas, 
de (7) on trouve 
(‘CZQ,) @, + @l(d4) = IF . 
Done il existe les fonctions analytiques bornees {&*, F, u&a) et 
(9, 8, ~~52,) telles que I’CgalitC (1) soit v&-if% et done (cf. nr. 5), il 
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existe au moins un sous-espace ferme H’ C H, invariant B T et tel 
que H = H’ 4 H, . 
Nous montrerons que ce sous-espace H’, est uniquement determine 
et coincide avec H,l . Pour ceci soit comme auparavant P la projection 
de H sur H’ parallele a H, , T’ = T 1 H’, T,, = T / H,, et P’ = 
PI H,, . Notons que la relation suivante est verifiee P’T,, = T’P’ et 
que P’ est une quasi-affinid. En effet soit h E H,, tel que P’h = 0; 
done Ph = 0 c’est-a-dire h E H, d’oh h E H, n H,, = (0) et done P’ 
est une injection. De plus 
P’H,, = P(H, v H,!) = i% = H’ 
et done P’ est une quasiaffinite. 
Pour l’operateur T’ = T j H’ nous demontrerons maintenant les 
deux proprietes suivantes: 
(a) T’ E Cl1 , 
(b) CL’ est une ensemble residue1 pour T’. 
Ad (a). 11 est evident que T’ E C,, parcequ’il est la restriction d’un 
operateur de classe C,, . Montrons que T’ E C.,; pour cela notons que 
T,*;” . p’” = p’*T’Wt et d” ici en supposant par l’absurde qu’il existe 
h E H’, h + 0 tel que T’*“h +- 0, on aurait Yz?P’*h + 0 pour 
P’*h # 0. Ceci est en contradiction avec T,! E C,, et done T’ E C,, . 
Ad (b) En designant par R’ et R,l les parties residuelles des dilatations 
unitaires minimum de T’ et T,, , selon le cas, R’ est quasi-similaire a 
T’ et R,, est quasi-similaire a T,, (cf. [2, Ch. II, Prop. 3.51). Mais 
comme T’ est une transform&e quasiaffine de T,, , il resulte que 
R’ et R,t sont quasi-similaires done ils sont unitairement equivalents 
[2, Ch. II, Prop. 3.41. 11 resulte que l’ensemble 01’ qui est residue1 
pour T,, sera residue1 aussi pour T’. Done, le sous-espace H’ a les 
proprietes suivantes. 
(I) H’ est invariant a T, 
(2) T I H’ E Cl, 
(3) 01’ est un ensemble residue1 pour T 1 H’. 
De la propriete de maximalite de sous-espace H,r (cf. [2, Ch. VII, 
Sec. 6)]) il en resulte que H’ C Ha* et comme H = 23, v H,, on en 
deduit que 
H = H, + Ha, . C.Q.F.D. 
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